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ESPACES DE FONCTIONS DE CLASSE C^ SUR Op 

MARCO DE lESO 

Abstract. In this paper we introduce a class of Banach spaces of functions of class C"^ 
(where r is a positive real number) and the associated dual spaces of distributions of order 
r, which turn out to be useful in p-adic Langlands theory ([IQ]). We construct a Banach 
basis for these spaces and we give a criterion for telling when a linear form on a space of 

(^ • locally Qp-polynomial functions extends to a distribution of order r. This generalises the 

04 ' classical results of Amice- Velu and Vishik ([T], [2Uj). 

S' , , 

Resume. Dans cet article nous introduisons certains espaces de Banach de fonctions de 

classe C"^, oil r est un reel positif, et leurs duaux des distributions d'ordre r, qui se revelent 
C^ . utiles en theorie de Langlands p-adique (iQ]). Nous construisons une base de Banach de ces 

CO ' espaces et nous donnons un critere pour qu'une forme lineaire sur un espace de fonctions 

localement Qp-polynomiales s'etende en une distribution d'ordre r, ce qui generalise des 
^^ ■ resultats classiques d'Amice-Velu et Vishik ([T], [20) ) 
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1. Introduction 

Soit p un nombre premier. La correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Qp), com- 
mencee sous I'impulsion de Breuil ([5], [1]) et etablie par Colmez |9j et Paskunas [l5] a la suite 
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des travaux de Colmez [8] et Berger-Breuil [3], est une bijection entre certaines representa- 
tions de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) et certaines representations de GL2(Qp). En particulier, 
dans [3], une etape importante dans Tetablissement de cette correspondance pour la classe des 
representations galoisiennes de dimension 2, absolument irreductibles et devenant cristallines 
sur une extension abelienne de Qp, est la description explicite du completes unitaire universel 
de certaines induites paraboliques localement algebriques ([31 Theoreme 4.3.1]). C'est la que 
I'analyse p-adique, et plus precisement I'espace de Banach des fonctions de classe C sur 
Zp, oil r designe un nombre reel positif et Zp I'anneau des entiers p-adiques, intervient de 
maniere cruciale. Une question naturelle est la generalisation de cette etape pour certaines 
representations localement Qp-analytiques de GL2(-F), oii F est une extension finie de Qp 

(uni). 

Pour cela nous avons ete amene a introduire une nouvelle notion de fonction de classe C^ 
sur Of que nous developpons dans cet article. 

Rappelons que pour Op = Zp trois constructions a priori differentes de I'espace des fonc- 
tions de classe C a valeurs dans E, ou E designe une extension finie de Qp, ont ete introduites 
par Barsky et Schikhof dans le cas oii r est un entier positif ([2], |17]). et ont ete generalisees 
pour r un reel positif quelconque grace aux travaux de Berger-Breuil, Colmez et Nagel ( [3j , 
|13j . [?])• On salt maintenant que ces trois constructions donnent des notions equivalentes 
(|18j. |13j). La definition que Ton va generaliser dans le cas oii F est une extension finie de Qp 
est celle de ([S], [Z]) que nous rappelons maintenant. Fixons un reel positif r et notons [r] sa 
partie entiere. Une fonction f : Zp ^- E est dite de classe C^ si /(x + y) a un developpement 
limite a I'ordre [r] en tout x, et si le reste est o(|y|'') uniformement (en x) sur tout compact. 

Le premier resultat principal de cet article est la construction d'une base de Banach de 
I'espace C'^{Of, E) des fonctions de classe C' sur Op-, qui consiste d'une famille denombrable 
de fonctions localement Qp-polynomiales. Le deuxieme, qui porte sur son dual topologique, 
donne une condition necessaire et suffisante pour qu'une forme lineaire definie sur un espace 
de fonctions localement Qp-polynomiales convenable s'etende en une distribution d'ordre r, 
ce qui generalise des resultats classiques d' Amice- Velu et Vishik ([1], [20]). 



1.1. Notations. Soit p un nombre premier. On fixe une cloture algebrique Qp de Qp et une 
extension finie F de Qp contenue dans Qp. On designera toujours par E une extension finie 
de Qp qui verifie : 

1^1 = [F : Qp], 

0\X S = Yl0Tilalg{F,E). 

En general, si L designe F ou E, on note Ol son anneau d'entiers, vjl une uniformisante 
de Ol et kp = Ohjij^L) son corps residuel. On note / = [/c_f : Fp], q = p^ eX, e I'indice de 
ramification de F sur Qp, de sorte que \F : Qp] = ef et fci? ~ Fg. 

La valuation p-adique valp sur Q^ est normalisee par valpip) = [F : Qp] et on pose 

\X\ =p-'"'^lF(x) gi^, g Q^_ 

Si n € Z>o et * € {<, <, >, >, =} notons : 

I*n = |(v)aG5 e ^>0' X]^<^ *"-}• 

Si n = (n(j)o-G5,22i = (?n'o-)o-e5 sont des ISI-uplets d'entiers positifs ou nuls posons : 
(i) H! = 11^65"'^'; 
(ii) Izil = Eaes '^^ ; 
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(iii) n-m = {ua- m„)„^s ] 

(iv) n ^ m si Ua < rrifj pour tout o" G S* ; 

(v) (H) = ^- 

^ ' \rnj m\{n—m]\ 

Si n = {ncj)a^s G ^>o et z € Op on pose z- = Ho-gS cr(-2)"'^ • 

Une norme p-adique sur un E'-espace vectoriel V est une fonction || • || : V ^ R>o telle que : 

(i) \\v + w\\ < sup(||t;||, ||w||) pour tout v,w £ V ; 

(ii) ||At;|| < !A[||v|| pour tout X(z E, v &V ; 

(iii) 1 1 I'll = si et seulement si i; = 0. 
Un espace de Banach p-adique sur E est un £^-espace vectoriel topologique complet dont 
la topologie provient d'une norme p-adique. Dans ce texte tous les espaces de Banach sont 
p-adique et tels que ||i?|| C |E'|. 

Si V est un S-espace vectoriel topologique, on note V'^ son dual topologique. 

1.2. Enonce des resultats. Dans la Section 2 nous introduisons d'abord la notion de fonc- 
tion de classe C^ sur Op, ou r est un reel positif. On dit qu'une fonction /: Op — > E est 
de classe C" s'il existe une famille de fonctions bornees Di_f : Op — )• E, pour i G I<[r], telles 
que f{x + y) a un developpement limite a I'ordre [r] en tout x et si le reste est o(|y|'') uni- 
formement (en x) sur tout compact. Montrer I'unicite de cette famille de fonctions requiert 
une estimation technique et donnee en appendice, sur le maximum des valeurs absolues des 
coefficients dominants d'une fonction Qp-algebrique (Proposition IA.3|) . Dans une deuxieme 
partie on etudie quelques proprietes de I'espace C^{Op,E) : nous montrons que c'est une 
algebre de Banach sur E et que pour tout i G /<r^i I'operateur Di definit une application 
continue de C dans C^'-L Ensuite nous donnons une condition suffisante sur une fonction 
h : Op — > Op pour que f o h soit de classe C" et nous montrons que si Ton fixe une telle 
fonction alors I'application qui associe a toute / G C^{Op,E) la fonction f o h est continue. 

Soit J une partie de S et ida)cres\J ^^ |S'\ J|-uplet d'entiers positifs ou nuls. Nous conside- 
rons dans la section 3 le sous-espace J^{Op, J, {da)aes\j) de I'espace des fonctions localement 
Qp-analytiques qui sont localement analytiques selon les plongements a dans J et localement 
polynomiales de degre au plus d^ selon les plongements a dans S\J. Nous demontrons que 
cet espace s'injecte de fagon continue dans I'espace des fonctions de classe C" (Corollaire 
13. 4p et nous en decrivons I'adherence dans C'^{Op^E) en utilisant les operateurs de deriva- 
tion Dj (Corollaire I3.16p . On note C'^{Op,J',{do-)a£S\J') cette adherence, oil J' designe le 
sous-ensemble de S defini par : 

J' = JY[W e S\J, da + l> r}. 

Une deuxieme partie de cette section est consacree a la construction d'une base de Banach 
(qui depend de r) de I'espace C'^{Op,E). Dans le cas Op = Zp mentionnons que cette base 
coincide avec celle construite par Van der Put pour I'espace des fonctions continues sur Zp (ou 
ce qui revient au meme pour C^{Zp,E)) et generalisee par Colmez pour C'^{'Lp,E) avec r un 
reel quelconque ([H], [7]). Signalons que pour I'espace des fonctions continues sur Op cette 
base a deja ete construite par De Shalit ( |1H §2]). Donnons un apergu de notre construction. 
Fixons un plongement p: F "-^ E. Posons Aq = {0}, choisissons pour tout h G Z>o un 
systeme de representants A^ C Op des classes de Op/wpOp de sorte que A^ D ^h-i et 
notons ^ = IJ/i>i Ah\Aii_i. Pour tout a G ^4 on definit I (a) comme le plus petit entier no tel 
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que a S An^. Si a G ^4 et i G /<[r], on note Ca^i^r la fonction definie par : 

Theoreme 1.1. La famille des ea,i,r, pour a E A ei i G /<[,.], forme une base de Banach de 
C'iOF,E). 

Pour cela on generalise la preuve de |7i 1.5.14]. Plus precisement, un premier ingredient 
que nous utilisons est une estimation de la norme C" des ea,i,r (Lemme 13. 7p . Un deuxieme 
est la construction explicite, pour toute fonction / G C^{Of,E), d'une suite de fonctions 
fh (qui dependent de /) telles que fh tend vers / dans C^{Op,E) quand h tend vers +oo 
(Proposition I3.10p . Nous terminons cette Section en decrivant la sous- famille de la famille des 
ea,i,r qui va etre une base de Banach pour I'espace C^'{Of, J' , {da)aes\J')- 

Dans la Section 4 on s'occupe des duaux topologiques des espaces consideres precedemment. 
Si A^ G Z>o, on note T^ {Op, J, {da)a£S\j) I'espace des fonctions localement Qp-algebriques 
sur Op de degre au plus N dans T{OF,JT{da)aes\j) et T^ [O p , J , {da) a^s\jY I'ensemble 
des formes lineaires sur T^{Op,J,{dcj)a&s\.j)- Le resultat principal (Theoreme 14. 2p donne 
une condition necessaire et suffisante pour qu'une forme lineaire sur T'^ {Op, J, {da)aes\j) 
s'etende en une forme lineaire continue sur C^{Op, J' , {da)aeS\J')- Cela generalise un resultat 
du a Amice- Velu et Vishik ([1], [20]). 



Theoreme 1.2. (i) Soit fi G C^{Op, J' , {da)aes\J')'^ ■ ^^ existe une constante C^ G M>o telle 

7\S\ 

^>0' 



que pour tout a G Op, tout n G Z>o et tout i G Z>o, V ^ d^ pour tout a G S\J' on ait : 



~fx{z] 



<C^g"^ 



/a+rop.Oj^ ^ '^p 

(ii) Soit N > [r] et n G T^ {Op, J, {da)aes\j)'^ ■ Supposons qu'il existe une constante 
Ci^i G M>o telle que, pour tout a G Op, tout n G Z>o et tout i G /<Ar, v < du pour tout 
a G S\J on ait : 



Ja+vu"Op ^ ^F ' 



/a+ro^C»F ^ ^F 

Alors fi se prolonge de maniere unique en une forme lineaire continue surC^{Op, J' , {da)aeS\,J')- 

Le (i) est consequence d'une estimation de la norme C* d'une fonction localement Qp- 
analytique (Proposition l3.2p . Le (ii) est plus subtil et est base sur deux ingredients. Le premier 
est la base de Banach de I'espace C^{Of, J' , {da)a-eS\J') que Ton construit dans la Section 3. 
Le deuxieme est un resultat de densite (Corollaire l3.16p . 

La Section 5 est consacree a I'etude d'une autre notion de fonction de classe C" sur Op 
qui s'appuie sur le fait que Op est un Zp-module libre de rang fini. On demontre que cette 
deuxieme notion n'est pas equivalente a la premiere. 

Remerciements. Je remercie chalheuresement mon directeur de these Christophe Breuil 
pour ses conseils, pour ses tres nombreuses remarques et pour avoir suivi attentivement 
revolution de ce travail. Je remercie Benjamin Schraen pour avoir repondu a mes questions 
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2. FONCTIONS DE CLASSE C" SUR Op 

2.1. Definition. Soit r G M>o. Notons [r] sa partie entiere. On dispose de I'espace de Banach 
de fonctions de classe C* sur Zp a valeurs dans E. Rappelons ([7]) que /: Zp — )• S est de 
classe C^ si f{x + y) a un developpement limite a I'ordre [r] en tout x, et si le reste est 
o(|y|'') uniformement (en x) sur tout compact. Dans cette section on va construire un espace 
de fonctions de Op dans E qui generalise cette idee. La definition que Ton donne ne depend 
pas du choix d'une Zp-base de Op : elle va dependre juste des plongements de Op dans E. 

Definition 2.1. On dit que f: Op — )• E est de classe C^' sur Op s'il existe des fonctions 
bornees Dj^f : Op -^ E, pour i € /<[r]; telles que, si Von definit e^ j^j : Op x Op — > E par : 



£f,[r]{x,y) = f{x + y)- J2 ^if(^) — 

et pour tout h G Z>o 

Cf,r{h) = sup \ef^ir]{x,yW^ 

alors Cf^rih) tend vers quand h tend vers +oo. 



Remarque 2.2. (i) Soit / une fonction de classe C" sur Op. Alors ej[r](j;,0) = pour tout 
X € Op car, pour tout h on a : 

sup |e/_[r](x,0)| < sup \ef^[r]{x,0)\q''^ <Cf^rih) 
x&Op xeOp 

et Cf^r{h) tend vers quand h tend vers +oo par hypothese. Cela implique DQf{x) = f{x) 
pour tout x € Op. Comme Cf^r{h) tend vers quand h -^ +oo, a fortiori on a : 

(2.1) sup |ej [j,](x,y)[ ^ quand /i —> +00. 

xGOF,y€T^pOF 

De plus : 

(2.2) sup 22 ^if(^)^ -^ quand h -^ +oo 

x&OF,yezu'j^OF\(,j^^^^^ ~ h 

car par definition Dj^f est une fonction bornee sur Op pour tout z G /<[^] et \y-\ < q~^ pour 
tout y £ zupOp et tout i S /<[r], |i| > 1. On pent reecrire efM{x,y) sous la forme 



X — 



e/,[r] {x, y) = {f{x + y)- fix)) - Y^ D,J{ 

iG-f<[r] 

et done (HJ]) et ^^ impliquent 

sup I f{x + y) — f{x)\ — )• quand h — > +(X) 

c'est-a-dire / est une fonction continue. En particulier une fonction de classe C^ est une 
fonction continue. 
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(ii) Soit / une fonction continue sur Op- Alors / est de classe C^ sur Op- En effet, par 
continuite de / on a : 

sup I f{x + y) — f{x)\ -^ quand h — )• +00 

et done si Ton pose : 

yxeOp, Do fix) = fix) 
on voit que Dof verifie la Definition 12.11 et cela permet de conclure. 

Lemme 2.3. Soit f : Op — > E une fonction de classe C^ . Alors f est de classe C pour tout 
I € M>o, I < r. 

Preuve. II suffit de prouver que / est de classe C' pour tout / € Z>o et I < [r]. La demons- 
tration se fait par recurrence sur ^ < [r]. Supposons done que / soit de classe C' pour un 
I G Z>o, / < [r]. Montrons qu'elle est de classe C^~^ . Comme Cj^iih) tend vers quand h 
tend vers +00, alors a fortiori on a 

(2.3) sup \ef^ii]ix,y)\q^'-^^^^ -^ quand h -^ +00. 



D'autre part 



(2.4) sup I Y, A/(x) 






qW-^) _^ quand h -^ +00. 



En effet, la fonction Dif est bornee sur Op pour tout i G I=i par definition et \y-\ < g "' 
pour tout y e WpOp, i G /=;. Done si Ton pose 



C= sup sup |i5i/(x)| 



on obtient : 



sup I j; A/(x)^g'^('-i)<Cg-'^ 
x(^OF,y&^%OF i(zI^^ - 

et Cq^ -^ quand h — )• +00. On pent reecrire efmix,y) sous la forme : 



^f,[i]ix,y) =£f,[i-i]ix,y) - Y^ Diji 



X 

X]—r 



Les conditions (j2.3p et (j2.4p impliquent 



sup |ej [;_i](x,y)j(7*- '^' — ;■ quand h^f-^oo, 

x&OF,y&-^%OF 



ce qui permet de conclure. 



D 



Lemme 2.4 (Unicite). Soit f : Op —^ E une fonction de classe C. Alors il existe une unique 
famille de fonctions 

{Dif: Op ^E, iG /<[,]} 
qui verifie la Definition \2. 1[ 
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Preuve. Supposons que 

{F^: Of^^, iGi'<H} et {Gv. Op ^ E, ie I<yr]] 
soient deux families de fonctions qui verifient la Definition 12.11 On veut prouver que Fi = Gi 
pour tout i G I<[r]- La demonstration se fait par recurrence sur |i|, i G I<[r]- D'apres la 
Remarque 12.21 on a Fq = / = Gq • 

Soit < n < [r\. Supposons Fj = Gj^ pour tout i G I<n-i- On veut montrer que Fj = Gj 
pour tout i G I=n- Par I'hypothese de recurrence on deduit que pour tout x,y G Op on a : 



Notons ifn-i la fonction definie pour tout x,y £ Op par : 



^n-i{x,y) = f{x + y) - Y ^ii^ 



^! 



D'apres la preuve du Lemme [2.3l on salt que 
(2.5) sup 



et 

(2.6) 



xeOF,y&^pOF 



sup 

xeOF,yevu'^OF 









l\ 



-hn 



q -^ quand h -^ +oo 



-^hn 



quand h — > +oo. 



Fixons X G Op- Supposons 



Gi_{x) = Fi{x) + cti aj G F. 



Alors, par (12. 6p on a : 



sup 

y(^u,%OF 



ipn-i{x,y)~ Y ^i.(.^)—) + Yl "iT 



«£/=„ 



iei^r, 



Mn 



quand h 



-CX3. 



Or, (j2.5p implique 

(2.7) 



sup 



E 



OLi 



V^^f'^f ijzl^^ 



„hn 



q — > quand h -^ +oo. 



Par la Proposition IA.3I appliquee a Xlig/- '^iff' ^^ existe une constante G G M>i et un 
no G Z>o tels que pour tout /i > tt-q on a : 



-nh 



sup |aj|g "" < G sup N^ CKj^^ 
ie^=" " ye^%OF\_^i^„ "^• 

et done (j2.7p implique |aj^| = pour tout i G /=„, d'ou le resultat car ceci vaut pour tout 
X G Of- □ 



Notons G'^{Op,E) I'ensemble des fonctions de Op dans F qui sont de classe C. On munit 
G'^{Op,E) de la nor me || ■ ||cr definie par : 



C"- = sup ( sup sup 
ce qui en fait un espace de Banach sur F. 



A/(x) 



, sup 



\£f,[T]{x,y)\ 
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Exemple 2.5. Soit r € M>o- Soit m = {ma)„^s un ISj-uplet d'entiers positifs. Considerons 
la fonction / de Of dans E definie par z i— )■ z—. Posons : 



(2i 



D,J{z) 



i\ 







™ * SI i ^ m 
sinon. 



Pour tout X, 2/ G Op on a : 
(2.9) e/,[r](a^,y) 



' E Krn {f)y-x^-- Si r<\rn\ 

|l|^[r]+l " 

sinon. 



En revenant a la Definition 12.11 on voit que / est bien de classe C. D'apres (j2.8p on a : 



sup 

zeOp 



D,f{z) 



i\ 



< sup 

zeOp 



m 



< 1 



et d'apres ()2.9p on a : 



\^f,lr]{x,y)\ ^ 
sup j— 1^^ < sup sup 

x,y€OF \y\ L^m x.y&Op 

lll>H+i 



(nk\„,l_rj.m-l\ 



T)y'- 



< 1. 



On en deduit que Ton a H/Hc < 1 et comme sup^g^^ \f{z)\ = 1 on a H/Hc = 1- 

2.2. Premieres proprietes. Soit r E M>o et / une fonction de classe C" sur Op. Alors, 
d'apres le Leninie [2.4l il existe une unique famille de fonctions 

{A/: Of^E, iel<ir]} 

qui verifie la Definition 12.11 Dans la suite on veut montrer que si Ton choisit une fonction de 
cette famille, disons A/, alors elle est de classe C^~l-I . Nous aurons besoin du lemme technique 
suivant qui utilise une estimation, donnee en appendice, sur le maximum des valeurs absolues 
des coefficients dominants d'une fonction Qp-algebrique. 

Lemme 2.6. Soit N G Z>o. Soit Oj pour i G /<jv une famille d'elements de E. Alors il existe 
une constante C G M>o et un no G Z>o tels que pour tout h > uq on a : 



(2.10) 



-h\i\ 



sup \a,i_\q ■"'-' < C sup y, ^i^ 



ie/< 



Preuve. La demonstration se fait par recurrence sur N ^ le resultat etant trivial si A'^ = 0. 
Supposons A'' > et que I'inegalite (I2.10p soit satisfaite pour tout m < N. Solent P, Q : Op — > 
E definies par : 



p(-) = E 



ai— et Q{z) 

- 7 I 



E 



-i\ 



Par la Proposition IA.3I il existe une constante Ci G M>i et un uq G Z>o tels que pour tout 
h > Uq et tout m G I=n on a : 

(2.11) \arn\q~^^<Ci sup \P{z)\. 
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II reste a majorer le terme supjg/^^_^ |aj|g ^'-'. Par hypothese de recurrence il existe une 
constante C2 € M>i et un Uq G Z>o tels que pour tout h > Uq on a, : 



(2.12) 



sup \ai\q-^\^\ < C2 sup |Q(z)|. 



Remarquons que I'inegalite (I2.1ip et le fait que |A^!j ^ |i!| pour tout i G I<iy impliquent que 
pour tout h > no et tout z G WpOp on a : 



sup 



ai^ 



< sup loilg-^^liir^ < Ci sup \P{z)\\N\\-^. 



i£l=f 



zGzu'IOf 



et done pour tout h > hq et tout z G zUpOp on obtient : 



(2.13) 



\Qiz)\= p{z)- Y, «iT ^^1 ^^^p i^(^)ii^'r'- 



«£/=]- 



Posons Uq = sup{no,nQ}. Alors par les inegalites ()2.12p et (j2.13p on a pour tout h > tiq 



sup \ai\q-^\^\ < C1C2 sup |P(z)l|A^!r^ 



<C sup \P{z)\ 
zevu^Op 

ou Ton a pose C = CiC2|A^!|^^. Cela termine la preuve du lemme. 
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Proposition 2.7. Soit f G C''{Of,E). Alors 

(i) Dif G C^'~'-'{Of,E) pour tout i G I<[r]- De plus il existe une constante C G M>o telle 
que pour tout i G I<[r] on a : 

llA/llc-i^i < CII/llc- 
(ii) Soient i et j deux elements de I<\r] ids que \i\ + \j\ < [r]. On a : 

D,\DJ) = Di+jJ. 
Preuve. Supposons x G Op et y, 2; G -cupOF- En developpant a{y + zY" pour tout cr G S" on 



a : 



E ^if(' 



(y + zf 



i€l. 



<M 






iS-f<[rl 



k<i 



E E ^^+i/(^) 



iG-f<[rl 



y- z- 



k& 



|fc|^[r]-|i| 

On pent alors reecrire ej [r](x, y + z) — ej [r](x + y, z) sous la forme 



(2.14) 



D'apres les inegalites 



E f= A/(x+2/)- E ^^+i/(^)f? 



i&I. 



<M 



IfcKH-lil 



J^^r^^{x,y + z)\q"^ <Cf^r{h) et |ejj^](x + y, z)|g'^'' < C/,,.(/i) 
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on obtient la maj oration 

(2.15) \ef^[r]{x,y + z)-ef^[r]{x + y,z)\ < Cf^rWq'"'^. 

Notons ^DifM '■ ^F X Op -^ E, pour i € /<[,.] et h £ Z>o, la fonction definie par : 

fc 

(2.16) eo,/,[r](a:,y) = A/(x + y)- ^ Dk+J{x)^. 

\M^[r]-\i\ 
On veut montrer que pour tout i G /<jj.] on a : 

sup \eD-f^[r]{xjy)\Q ^""^l-l^ — )• quand /i — )• +00. 

xeOF,yer^pOF 

Fixons X G Op et y € -ajpOp. Par le Lemme \2M applique a J2iei ^A/.H^^'^)!! ^^ existe 
une constante C G M>o et un no tels que pour tout i G /<jr] et tout / > no on a : 

(2.17) kD^/,[r](a;,y)k~''-' < C* sup Y^ £D,f,[r]{x,y)— . 
Les inegalites ()2.17p et (I2.15P impliquent alors que pour tout /i > no on a : 



-h\i\ ^ r^ri~hr 

et done pour tout /i > no on a : 



sup |e^^^,[,](:E,y)|g-'^lil < Cq-'^^Cf^rih) 

x<^OF,y€^pOF 



sup |ez),/,H(^,y)k'^^''"'-'^<CC/,,(/i). 

xeOF,y€m'^OF 

On en deduit I'appartenance de Dif a C~l-l(Oi?, i?) et la majoration 

IIA/Ib-N < Cll/llc- 
Par ce qui precede la fonction Dj{Dj^f), pour j G I<[r]-\i\i est le terme de e/j.j [r](x, •) qui est 
facteur de ^, c'est-a-dire 

A (A/) = A+,/, 
d'oii le resultat. D 

CoroUaire 2.8. L'application Dj^ de C'''{Of,E) dans C^'~^-^{Of,E) definie par f i-> A/ est 
hien definie et continue. 

Preuve. II s'agit d'une consequence immediate du (i) de la Proposition 12.71 D 

Rappelons qu'une E-algebre de Banach est une -E-algebre normee (c'est-a-dire verifiant 
||a^|| < ||a|| • ll^ll et ||1|| < ||1||) telle que I'espace vectoriel norme sous-jacent soit un espace 
de Banach. 

Lemme 2.9. Soit r G M>o. L'espace C^{Of,E) est une E-algebre de Banach. 
Preuve. Soient f,g& C'^{Of,E). Posons pour tout x,y G Op '■ 

'^/<;,[r](a;,y) =/(a: + y)g(x + y)- ( 2_, A/(x) — jf 2_. ^i9{x) — 
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Si on additionne et on soustrait le terme f{x + y) f X] ie/ ^i9i^)% ) ' o'^ obtient 



(2.18) 






,V- 



Comnie / est une fonction bornee sur Op et g E C''{Of, E) on a : 



(2.19) 



sup \f{x + y)£g,[r]{x,y)\q^ -^ quand /i — )■ +oo. 

xGOp,yevu'^Op 



De maniere analogue, comme les fonctions Djg, pour tout j G /<[,.], sont bornees sur Op par 
definition et 5 € C^{Op,E) on a : 






(2.20) 

je-f<[r] 

Et done, par (fZIOD et (12:201) on deduit 



(7'' -^ quand /i 



-00. 



(2.21) 

Par ailleurs, on pent reecrire Vfg^^^^{x,y) pour tout x,y G Op sous la forme : 



sup \i'fg^[j.]ix,y)\q^ -^ quand h^+00. 

x&OF,yevu'^OF 



kel<lr] i+j_=k 



'(-■'l|+ 



f{x + y)g(x + y)- Y. ( E (f) 0./(^)0i9( 

l^^ T .. , ^\A — l. V — / 



fce/^r^i i+j=k 



Posons : 



yx,yeOp, efg^[r]{x,y) = fix + y)g{x + y)- X] ( E [■]^if(^)^i9 



{x) 



^G-f<(ri i+j=k 



k\ 



Par (|2.2ip et puisque Ton a : 
sup 



E ( E (7)A/(-)"i«(-))|r 



,r/i 



g'' -> quand h ^ +00 



xdOF^y&^pOp k€ly[r] i+i=k 
on deduit 

(2.22) sup \£fg,[r]{x,y)\Q^^ —^ quand h ^ +00. 

xeOF,ye^'^OF 

La condition ()2.22|) implique que fg est de classe C et I'egalite suivante 



VA: £/<[,], Dkifg)= Yl (~]DifD,_g. 



i+j=k 

II nous reste a montrer I'inegalite suivante : 

(2.23) yf,g E C'-{Op,E), \\fg\\cr < ||/||cHbllc'-. 

(i) On a : 



sup 

x£Of 



Dkifg){x) 



k\ 



< sup ( sup 

i+j=k ^ xeOp 



Dif{x) 


sup 

xeOp 


Djg{x) 



< ll/llcHlfi'lIc"-- 
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(ii) En utilisant I'egalite (j2.18p on en deduit la minoration 

sup '^y — < ll/llcHlffllc-- 

x,y€OF \y\ 

En revenant a la definition de || • ||cr on deduit de (i) et de (ii) I'inegalite ()2.23p . D 

2.2.1. Composition de fonctions. Soit /: Op — ^ E une fonction de classe C^ et h une 
fonction de Op dans Op. Dans ce paragraplie nous donnons une condition sufRsante sur h 
pour que f oh: Op -^ E soit de classe C^. 
Commengon par la definition suivante. 

Definition 2.10. Soit r G M>o. On dit que h: Op -^ F est de classe C^''^'^ sur Op s'il 
existe des fonctions bornees h^^>: Op — >• F, pour < i < [r], telles que, si I'on definit 
e^j [r] : Op X Op -^ F par : 

i=0 



et pour tout k ^"L 



>o 



rk 



Ch,r{k)= sup \£h,[r]{x,y)\q 

xeOF,yer^pOF 
alors Ch,r{k) tend vers quand k tend vers +oo. 

Le meme raisonnenient donne dans la Remarque 12.21 nous dit qu'une fonction h: Op — > F 
de classe C'**^ est continue. 

Lemme 2.11 (Unicite). Soit h une fonction de Op dans F de classe C'*'^. Alors il existe 
une unique famille de fonctions 

{/i«: Op^F, 0<i< [r]} 

qui verifie la Definition \2.10[ 

Preuve. La preuve etant similaire a celle du Lemme 12.41 nous y renvoyons le lecteur. D 

Notons C^' {Op,F) I'ensemble des fonctions de Op dans F qui sont de classe C' . On 
munit C^''^'^{Op,F) de la norme || • WcrM definie par : 



(jr,id = sup ( sup sup 

^0<i<[r]xeOF 

ce qui en fait un espace de Banach sur F. 



h^^{x) \eh,[r\{x,v)\ 

, sup 



x,y<EOF \y\ 



Proposition 2.12 (Composition de fonctions). Soit r S M>o. Si h: Op -^ Op est une 
fonction de classe C^^^'^ alors 

(i) V/ G C'{Op, E),fohe C'iOp, E) ; 

(ii) r application de C'^{Op,E) dans C^'{Op,E) definie par f ^ f o h est continue. 
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Preuve. Le cas [r] = est facile et est laisse au lecteur. Supposons done [r] > 1. Posons pour 
tout x,y £ Of '■ 



(2.24) 



^foh,[r] {^^ y) = fiKx + y))- ^ Dj_f{h{x)) 



EEi/^«(x)!f 



J! 



Si on additionne et on soustrait le terme / ( h{x) + X]l=i ^ (^)fr ) ' °^ obtient : 






4 = 1 



E ^i/(^(^)) 



eEi/^«(x)?;)- 



iei'<[r] 



j! 



On pent reecrire f{h{x + y)) — fih{x) + X]i=i ^ (2;)fr ) sous la forme 

f{h{x + y)) - f{h{x + y) - e;jjr](a;,y)). 

Comme / est une fonction de classe C' sur Op et done par le Leninie 12.31 de classe C^ , et 
h G C^'^'^{Of,F), on a pour y suffisamment petit : 

(2.25) \f{h{x + y))-f{h{x + y)-ehM{x,y))\ < (sup sup \DeJix)\)\ehM{x,y)\. 

a&Sx&Op 

L'inegalite (j2.25p et le fait que h est une fonction de classe C'^'*"' sur Op impliquent 

sup |/(/i(x + y)) -/(/i(x + y) -e,jj^](x,y))|g'"' ^ quand / ^ +oo. 



Par ailleurs, comme / est une fonction de classe C sur Op alors 



sup 



f(h{x) + Y,h^^{x)y-)- Y. D,_f{h{x)) 



EEi/^«(^)!f 



r- 



tend vers quand / tend vers +oo. Avec ce qui precede on en deduit : 
(2.26) sup \£foh,[r]{X:y)\(f — > quaud / — )• +00. 



^.rl 



La condition ()2.26p implique que f o h est une fonction de classe C^ sur Op et que -Di(/ o h) 

est le terme de e/ofc,[r]('5 2/) Qui est facteur de ^. 
II nous reste a montrer le (ii). 
• Par ce qui precede on a : 

A(/o/i)(x) 



Vi € /< [r] , sup 
xGOf 



< sup(1,||/i||!^,,m)||/||c'-. 



Soit m G Z>o tel que ehjr](2;;y) ^ C'i? pour tout x G Oj?, y G vo'pOp. Par l'inegalite 
(12:25]) on a : 

sup \f{h{x + y)) - f{h{x + y) - e,,j^](x,y))||y|"'' < ||/i||crad||/||c"-. 
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De plus, comme / est une fonction de classe C" on a : 



sup 



/(/^(x) + f;/i«(x)|^)- Y. D,_f{h{x)) 

«=1 ' iG-f<H 



ECi/^«(-)!f 



< sup \ef^[r]{x,y)\\y\ 

< WfWcr. 



Supposons y ^ w'^Op- En utilisant (|2.24p on deduit 

\£foh,[r]{x,y)\ 



sup 



\y\ 



<q"'''^M\\f\\cr,\\f\\cr\\h\\crM). 



En revenant a la definition de || • He- on deduit qu'il existe une constante C € M>o telle que 
11/ o h\\cr < CWfWcr pour tout / e C''{Of,E). D'oii le resultat. 

D 

3. Lien avec les fonctions localement analytiques 

3.1. Espaces de fonctions localement Qp-analytiques. Soit J C S" et tier € Z>o pour 
a € S\J. Nous rappelons d'abord la construction de I'espace F{OF-,J-,{da)aes\j) ^t puis 
nous montrons que cet espace s'injecte de fagon continue dans C^{Of,E). 

Pour a € Op et n G Z>o, on note 0{a + WpOp, J, ('^o-)o-g5\j) le £'-espace vectoriel des 
fonctions /: a + WpOp -^ E telles que 

f{z)= Y. a^{a){z-a)^ 

I CI 

ma<da si a£S\J 

avec am{a) G -E et |am,(a)|g~"*-l— I-* -^ quand \m\ -^ +cx3. Muni de la topologie definie par 
la norme 

||/||a,n = sup(|a„(a)|(?-"(l^l)) 

c'est un espace de Banach sur E. 

Pour h E Z>o on note ThiOp, J, (t^CT)crG5\j) ^^ -E-espace vectoriel des fonctions / : Op — > E 
telles que 

Va € Of, /L+t./^Oj. ^ ^'(a + wpOp, J, {d„)aes\j)- 
On munit ThiOp, J, {da)aes\j) de la norme definie par 

(3.1) ll/lk 



sup 

a mod G7^ 



\a+-Dj'i,OF\\a,h 



qui en fait un espace de Banach sur E. On voit immediatement que cette definition ne depend 
pas du choix des representants. De plus ([161 P- 107]) les inclusions 

J^hiOp, J, {da)aes\j) ^ ^h+i{Op, J, ida)aes\j) 
sont continues et compactes. 

Definition 3.1. On note J- {Op, J, ida)aes\j) ^^ E-espace vectoriel des fonctions f : Op — )• E 
telles qu'il existe h G Z>o tel que 

f eJ^h{Op,J,{da)aeS\j)- 
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On munit I'espace T{Of, J, ida)aes\j) ^^ 1^ topologie de la limite inductive qui en fait un 
espace de type compact. 

Proposition 3.2. Pour h € Z>o et r ^ M>o on a J-h{OF,S) C C^{Of,E) et, quel que soit 
f dans Th{Op, S) on a : 

ll/llc^<ll/lk<z^^ 

Preuve. Soit / G ThiOp, S). Fixons un systeme de representants A^ des classes de Of/'co^Of. 
Par hypothese on pent ecrire / sous la forme 

f{x)= Y, arn{a){x-a)^ 



quels que soient a G A/i et x G a + w^Of- Posons pour tout i G /<[r], tout a G A/^ et tout 
X G a + w^Of : 

DiJ{x) 



(3.2) 



Y, «m(a)(^'^j 



(x - af 



y\S\ 



Montrons d'abord que Ton a I'inegalite suivante : 

D^f{x 



(3.3) 



Vx G Of, 



< 



^h? 



h\i\ 



En effet par la formule (j3.2p on a les inegalites suivantes pour tout a G A/^ et tout x G 

a + w^^Of ■■ 

Difix) 



m 



am.{a}\ . MX -a) 



< sup 

<sup(|a„(a)|(z-'^l2il)g'^lil 

If f\\ „h\i\ 

Comme le membre de droite ne depend pas de a G A^ on en deduit I'inegalite pour tout 
X G Of- Posons : 



(3.4) 



yx,yeOF, ef^ir]{x,y) = f{x + y)- ^ D^Jix) — 

iG-f<[rl 



Donnons d'abord une estimation de |ej[r](x,y)| pour tout x G Of et tout y G w^Of- En 
developpant /(x + y) pour x ^ a + WpOp on obtient : 

f{x + y)= Y arn{a){{x -a) +y)— 



mgZl^ 



5^ 5^«rn(«)(7) 



(x-a)^-V 



La formule (13.20 et celle ci-dessus permettent de reecrire ejM(x,2/) sous la forme 



ie/ 



>M 
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Par I'megalite (j3.3p on a : 

Dif{x) 



\^f,lr]{x,y)\ = sup 



!£-''> [r] 



< ||f||x- q(^-'"'^lF(.y)/f)\i\ < ||f||jp q('^-''"i^Fiy)/f){[r]+'i-) 



(rappelons que q = p-^ est la cardinalite du corps residuel de F) d'ou 

Comme —{valp{y)/f){[r] + l) + rvalF{y)/ f tend vers — cx) quand YdXpiv) -^ +00, cela montre 
que / est de classe C. 

La maj oration H/Hc- < ||/||j^,, q^^ se deduit facilement de la formule (j3.4p et des maj ora- 
tions (1331) et {133D. D 



Definition 3.3. Notons F{Of,S) I'espace J^{U, J, {da)a^s\j) pour U = Op et J = S (et 
done S\J = %) ou, autrement dit, le E-espaee veetoriel des fonetions f: Of —> E localement 
Qp-analytiques. 

Corollaire 3.4. L'espace J-{Of,S) s'injeete de fagon continue dans C'^{Of,E). 

Preuve. Comme l'espace T(Of-, S) est muni de la topologie de la limite inductive le resultat 
est une consequence immediate de la Proposition 13.21 D 

3.2. Decomposition en vaguelettes des fonetions de classe C"^. Conservons les nota- 
tions du §3.11 Si / est un ensemble, on note co(/) l'espace des fonetions f : I ^ E telles 
que : 

Ve>0, \{ieI,\f{i)\>e}\<+oo 
et on le munit de la norme definie par : 

||/|U = sup|/(i)|. 

Soit V un espace de Banach sur E. Une famille (ej)jg/ d'elements de V est une base de Banach 
de V si I'application de co(/) dans V definie par {ai)i^i ^^ J2iei '^i^i ^^* ^^ isomorphisme 
d'espaces de Banach. Rappelons que tout £^-espace de Banach V possede des bases de Banach 
([m Proposition 10.1]) et que, si \\V\\ C \E\, il existe un ensemble / tel que V est isometrique 
a (co(/), II • lloo) (dl Remarque 10.2]). 

Soit r € M>o. Le but de ce paragraphe est d'exhiber une agreable base de Banach de 
C^Op, E), qui depend de r et qui consiste d'une famille denombrable de fonetions localement 
Qp-polynomiales. Si F = Qp cette base coincide avec celle construite par Van der Put pour 
l'espace des fonetions continues sur Zp et generalisee par Colmez pour r quelconque ([l9], [71 
Theoreme 1.5.14]). Signalons que pour l'espace des fonetions continues sur Of cette base a 
deja ete construite par De Shalit [HI §2]. 

Posons Aq = {0}. Choisissons pour tout h € Z>o un systeme de representants A^ C Of 
des classes de Of/'co^Of de sorte que A^ D Ah_i et notons : 



A=WAh\Ah-i. 



h>l 



On a de meme A = (Jh>i ^h- Pour tout a € A on definit l{a) comme le plus petit entier uq 
tel que a € An^- De plus on fixe une numerotation oi, 02, . . . des elements de A de sorte que 
si am G Ai et a^ € Ai^i\Ai alors m < n. 
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Si U est un ouvert de Op alors 1[/ designe sa fonction caracteristique. 
Posons pour tout N,h (^ Z>o : 



dG/<]V 



d€l<N 

L'espace F^{Of,S) (resp. T^{Of,S)) est un sous-£'-espace vectoriel de F{Of,S) (resp. 

J'hiOF^S)). 

Proposition 3.5. Soit h G Z>o. 
(^ij Les fonctions 

pour a G Ah et i^ /<[r] forment une base de Tj^ {Of, S) ; 
(ii) Les fonctions 

pour a G A et i^ /<[,.] forment une base de F^^\Of, S). 

Preuve. Notons fa,i et ga^i pour a G A^ et i G /<m les fonctions definies pour z G Of par : 

■ z — a\i 






Les fonctions fa,i pour a G A^ et i G /<rr] forment une base de J-f^ {Of,S). On fixe deux 
numerotations : 

r]:Ah^n 

l: Ah x/<[^] ^N 

de sorte que L{a,i) < i{b,j) si une parmi les trois conditions suivantes est satisfaite : 

(i) III < |j I ; " 

(ii) \i\ = \j\ et i< j par rapport a I'ordre lexicographique ; 
(iii) i = J et 77(a) < r]{b). 

En ecrivant I ^Y(a) ) = ( ^_f h~^ — '" ^ ) Pour z G Of et en developpant on obtient : 



'^"■'Of^^V Ha) J \ L^ a+hm'^^'+vjlOp^ ' \ Ha) 



ou I'on a note 



(4) (-r'^'^^)^^-^. 
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La matrice permettant de passer des Qa^i aux fa^i pour a G ^/j et i G I<[r] est triangulaire 
par blocs, a coefficients entiers, chaque bloc diagonal etant une matrice triangulaire inferieure 
avec des elements de Of\{^} sur la diagonale. Cela entraine le (i) et le (ii). D 

Fixons un plongement p: F ^^ E. Si a ^ A et i ^ I<[r]i on note Ca^i^r I'element de 
-FM(Of,5) definipar : 

■ z — a\i 



W p 

La Proposition 13.51 implique la remarque suivante. 



Remarque 3.6. (i) Les ea^^^r pour a G j4/i et i G ^<[r] forment une base de J'j^ {Op-, S). 
(ii) Les Ca^yr pour a G ^ et i G /<[r] forment une base de T^'^\Of, S). 

Lemme 3.7. Si i£ I<[r] cilors 

\\eo,i,r\\cr = 1 et \\ea,,,r\\cr < q-ma)r]-lia)r+r-\,\) < g si a G A\{0} . 

Preuve. Supposons a = et notons / = eo,j,r- Alors par I'Exemple 12.51 on a : 
sup sup — =- =1 et sup — = U, 

ce qui entraine H/Hc = 1- 

Supposons maintenant a G ^\{0} (et done l{a) > 1). Soit i G I<[r]- Notons g = Ca^i^r- On 
a pour tout rnGl^ j^j tel que m^i: 



Wt 



D q(x) 
et ^1 = sinon. On en deduit pour tout m G /<[r] : 



DmOix) 



< 



-[Ka)r] l{a)\m,\ < ^-[^Wr] J{a)|i| < ~ill{a)r]-l{a)r+r-\i\) 






ml 
Notons que Ton a : 

'X + y — a 

d'ou Eg [r](x,y) = si y G Wp Op ou si ni x ni x + y n'appartiennent a a + Wp Op- Pour 
conclure il reste a etudier deux cas : 

(i) si y G Wp Of\'^p Op et x + y G a + Wp Op, on a : 

\^9,[r]i^^y)\ ^ q~[Ka)r]^r(l{a)-l) < ^-([l(a)r]-l(a)r+r-\i\) 

(ii) si y G Wp Op\vjp Op et x G a + vUp'Op, on a : 

\^9,lr]i^'y)\ ^ q-ll{a)r]^\i\^r{l{a)-l) < ^-{[l(a)r]-l{a)r+r-\i\) 

En revenant a la definition de 11 ■ ||c"' on en deduit le lemme. D 
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Lemme 3.8. Soit h G Z>o. Siha ^ E pour tout a G Ah alors 



sup \ba\ < II ^ baea,0,r\\crQ'' 



Preuve. La demonstration se fait par recurrence sur h, le cas h = etant trivial. D'apres la 
construction de I'ensemble A, pour tout a G j4/i\j4/i_.i il existe Ua G O^ tel que a + Ua^p~ G 
^/i_i. Notons / la fonction definie par : 

/(^) = ^ baea,0,r{z). 
aeAh 

Comme les ea,o,r sont localement constantes on verifie immediatement que Dj/ = pour 
tout i G /<[,-]\{0} et done on a ef[j.]{x,y) = f{x + y) — f{x). De plus, pour tout a G A^-i la 
fonction Ca^o.r est constante modulo Wp~^OF et, par construction de I'ensemble A, on a : 

ceA,,\Ah^i ceAh\Ah-i 

En effet, si a G Afi-i alors a ^ c + WpOp quel que soit c ^ A^- On obtient alors pour 
a G ^/i\^ft_i : 

e/,[^](a,Ma^^"^) = f{a + Uazu'^r^) - f{a) = -p{wf)^''^K 
ce qui implique 

(3.6) sup \ba\< sup q^''%f,ir]{a,Uaw''f')\<q^^'^V^'-'^'>\\f\\cr, 
aGAh\Ah-i aeAh\Ah-i 

d'ou 

(3.7) sup \ba\<\\f\\crq\ 

a&Ah\Ah-i 

De plus, par le Lemme [321 si a G Ah\Ah^i on a : 
Par I'egalite 

couplee aux inegalites (j3.6p et (jS.Sp on deduit : 



(3.9) II ^ ^aea,0,r||c^r < SUp(||/||^,, SUp l^a|||ea,0,r||cr) < 

Par hypothese de recurrence on a : 

(3.10) sup |6a| < II ^ &aea,0,r||c>r/- 

Les relations (j3.7p . (j3.9p et (jS.lOp nous permettent alors de conclure. D 

Si / G J-'M(C'i?, S") on note &a,i,r(/)) pour a G ^ et i G /<[r], les coefficients de / dans la 
base des Sa^i^r- 
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Lemme 3.9. // existe C € K>o tel que pour tout f € T'^^^{Of, S) on a : 

sup sup \ba,i,r{f)\ < C\\f\\cr. 

Preuve. La demonstration se fait par recurrence sur [r], le cas [r] = etant trivial. Soit t £ S. 
Par hypothese de recurrence il existe Cr € IR>o tel que : 

sup sup \ba,i,rif)\<Cr\\De^f\\cr-i- 

ir>l 

D'apres le (i) de la Proposition 12.71 il existe une constante M G ]R>o telle que H-Dg^/Hf^r-i < 
M\\f\\cr d'ou I'inegalite 



sup sup |6a,i,r(/)|<aM||/||c^, 

ir>l 

et comme ceci vaut pour n'importe quel r € /S on deduit 

(3.11) sup sup |6a,,,,(/)|<sup{a}M||/||c'-. 

\i\>l 

Pour terminer, il ne reste qu'a majorer les coefficients restants. Considerons pour cela la 
fonction /q definie par : 

lil>i 
Par le Lemme 13.81 I'inegalite (I3.1ip et le Lemme 13.71 on a : 



ou Ton a pose 



sup|6a,o,r(/)l<ll/olb'-g"<C||/||c^ 

aeA 



c = sup {g^ sup{a} M g''+H. 



D'ou le resultat. D 

Proposition 3.10. Soit h G Z>o. Si f e C''{Of,E) on note fh I'element de T^''\Of,S) 
defini par : 

M^)= E la+^^o.(-)( E A/(a)^^^ 

a&Ah ie/<[,.] 

Alors : 

(i) II existe une constante C € M>o et un no G Z>o tels que pour tout h> uq on a : 

(ii) fh tend vers f dans C'''{Of,E) quand h tend vers +oo. 
Preuve. (i) D'apres I'egalite 



ESPACES DE FONCTIONS DE CLASSE C SUR Of 21 

on deduit que fh+i{z) — fh{z) peut se recrire sous la forme 

En developpant, pour a G ^/i et 6 G Ai, a{z — aY" = a{{z — a — bwp) + bwpY" pour tout 
cr G 5 on a : 

E^ ./ , h^ {z — a-hw%)- ^ _ , (z — a)- 
A/(a + 6ti7^) ^ -^ ^ - A/(a) ^ ., ' 

iG/<[r] 

= ^ A/(a + 6^^) ^ A/(a) ^^ ^-^ 

= 2^ D,J{a + bwp) ^ D,+sf{a) -— 

A^T -I' „^r J' — ■ 

|sKH-lil 

Par la preuve de la Proposition 12.71 il existe une constante C G M>o et un uq G Z>q tels que 
pour tout h > no, tout a G A^ et tout 6 G j4i on a : 

D,J{a + bw'^p) - Y. DjyJia) ^^|^| < q^--) C j ,ih)C . 

\s\<[r]-\i\ 

On en deduit pour tout h > hq 

\\fh+l-fh\\T,^,< sup (q-^^+mqm-r)Cf^^{h)c)=q-^^CfAh)C, 

d'ou le (i). 

(ii) D'apres la Proposition 13.21 et par le (i) on a pour tout h > uq : 

IIA+l - fhWcr < IIA+1 - fhWTn+.q'^'^^'^ < q'Cf,r{h)C 

et comme Cf^r{h) tend vers quand h tend vers +oo on en deduit que fh a une limite dans 
C^{Of,E). Comme par ailleurs //i(a) = f{a) si a G Ah par definition de fh, cette limite 
coincide avec / sur A, et done partout par continuite, ce qui termine la preuve du (ii). D 

Le theoreme suivant est essentiellement un corollaire des resultats que Ton a prouves ci- 
dessus : 

Theoreme 3.11. La famille des Ca^i^n pour a (z A eti^ IkM; forme une base de Banach de 
C-{Of,E). 

Preuve. Considerons I'application 

9: Co{AxI<y^^^)^C''{OF,E), {ba,i)^Y E KiJ^a,i_,v 



22 M. DE lESO 



Par le Lemme [3771 on deduit que 9 est bien une application continue de co{A x /<[r]) dans 
C''{Of,E). Notons if I'application de /"M {Op, S) dans co(Ax/<[^]) qui a tout / G ^M (O^, 5) 
associe les coefficients de / dans la base des ea,i,T- (Remarque 13.61 (ii)). Le Lemme \JM implique 
que cette application est continue une fois que Ton munit T^^'{Op,E) de la topologie induite 
par celle de C^{Of,E). Comme T^'^\Of,S) est dense dans C^{Of,E) par la Proposition 
13.101 alors ip s'etend de fagon unique en une application continue, que Ton designera du 
meme nom, de C^{Op,E) dans cq{A x /<m)- Comme 9o(p[f) = f pour tout / G T^^'{Op,E) 
on en deduit que 9o(p = id. De maniere analogue on a ipo9 = id, ce qui prouve le resultat. D 

Remarque 3.12. Soit / G M>o tel que / < r. Alors C"'(0f, E) C &{Of, E). En effet il suffit 
de considerer la fonction / definie par : 

Le Tlieoreme 13.111 implique que / est une fonction de classe C' mais pas de classe C"'. 

3.3. Construction de sous-espaces fermes. Soit r G M>o, J Q S et da G Z>o pour 
a G S\J. Nous allons definir un sous-espace ferme de C^{Of,E) qui depend de J et de 
{da)aes\J 6t puis uous coustruisons une base de Banach de cet espace a partir de la base de 
Banach de C''{Of,E) decrite au gO 
Posons : 

J' = J]J{(tg5\J, da + l>r} 

\s\ 
et designons par €„ le vecteur de Z>q ayant toutes ses composantes nulles sauf celle d'indice 

a qui est egal a 1. Notons pour tout / G C'^{Of, E) : 

VaG5, 0<i<[r], --f = D,eJ. 

Definition 3.13. On note C'^{Of, </', ida)cT€S\.J') ^^ sous-E-espace vectorial des fonctions f 
de classe C sur Of telles que 

W G S\J', — ^-t/ = 0. 

D'apres le Corollaire 12.81 1'operateur D^ est continu pour tout i G I<[r] ce qui implique que 
I'espace C'^{Of, J', (rfo-)<TGS\j') 6st bien un sous-espace ferme de C^^Of, E). On le munit de 
la topologie induite par celle de C'^{Of,E) qui en fait un espace de Banach sur E. 

Si L designe J ou J' posons pour tout N G Z>o : 

7-^(0^, L, {da)a^s\L) = J''' (Of, S) D T{Of,L, (d.),es\L). 

Remarque 3.14. Par definition de I'espace T'-^'{Of,S) on voit facilement que : 
7-H(0^, J', ida)a^s\J') = J'^^'KOf, J, ida)aes\j)- 

Posons : 

Y = {ie Zg, V < d^ si a G S\J} 
y = {i G Z^(J, V < d^ si a G S\J'}, 
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et notons que Y n /<[r] = Y' D /<[r]- 

Proposition 3.15. La famille des Ca^i^r, pour a £ A eti£ y' n/<[j.], est une base de Banach 
deC^iOF,J',id.Us\J')- 

Preuve. Soit / G C^'{OF,J',{do-)creS\J') et r G S\J' . Par le Theoreme 13.111 il existe une 
unique suite {ba,i)a,i d'elements de E tendant vers tel que / s'ecrit sous la forme 

aeAie/<[r] 

Par continuite de I'operateur ^ l^+x (Corollaire I2.8P on obtient : 

^d^ Qdr + l ^ 

Or, si j designe I'element de ZI^q defini par : 

if^ — d-r — I si a = T 



icr smon 



un calcul simple montre que 

d'^'^'^^ J v(iT- — 1) . . . [ij. — dr)ea,j,r si ir > d-r + I 



~ea.i 



Q^dr + 1 "'^r I Q ^-^^^^ 

On en deduit que -^-j^+if = pour tout a £ S\J' si et seulement si / s'ecrit sous la forme 

a&A ieyn/<[r] 
d'oii le resultat. D 

Corollaire 3.16. Si N est un entier tel que N > [r] alors Vespace J^^ {Op, J, {da)a£S\j) cs^ 
dense dans C^{Op, J', {da)aeS\J')- 

Preuve. La demonstration decoule directement de la Proposition 13.151 D 

4. DuAux 

Conservons les notations du ^3.31 et notons T^ {O p , J , {da-) a<^s\jY ^ pour tout A'" E Z>o, 
I'ensemble des formes lineaires sur F^ {Op, J, {da)aes\j)- Si N est un entier tel que A^ > [r] 
alors, d'apres le Corollaire 13. 16| I'inclusion 

F^'iOp, J, K).e5\j) ^ C'{Op, J\ idaUs\J') 
induit une injection 

C^iOp, J, {da)aes\jr -^ ^""{Of, J, {daUsvY- 

Dans cette section nous donnons une condition necessaire et sufiisante pour qu'une forme 
lineaire //: F'^ {Op, J, {da)aes\j) ~^ ^ s'etende en une forme lineaire continue sur I'espace de 
Banach C'^{Op, J',{da)cr£S\J')- Cela generalise un resultat du a Amice- Velu et Vishik ([Ij, 
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4.1. Distributions d'ordre r. 



Definition 4.1. On appelle distribution teniperee d'ordre r sur Op une forme lineaire conti- 
nue sur I'espace de Banach C^'{Of, J' , ida)aes\J')- 

Notons : 

{CiOp, J', ida)aeS\J')'^ : II • \\Vr,J',{d^)^) 
I'espace des distributions temperees d'ordre r sur Op muni de la topologie forte. 

Soit N G Z>o. Si /. € J'^{OF,J,{d^)^eS\jy et / G T''{OF,J,{da)aeS\j) on note 
f^ f{z)fj.{z) I'accouplement et on pose : 

Ja+m^Op J Of 

Oil, pour a € Op et n G Z>o, la+ro^Oj? designe la fonction caracteristique de a + w'^Op- 

Theoreme 4.2. (i) Soit fi E C'^{Of, J' , {da)aeS\J')'^ ■ ^^ existe une constante C^ € M>o telle 
que pour tout a S Op, tout n € Z>o et tout i^Y' on ait : 



(4.1) 



a+zu"OF ^ '^F 



z-a\i 

H{z] 



<c^g"^ 



(a) Soit N un entier tel que N >[r] et fi G T^ {Op, J, {da)aes\j)'^ ■ Supposons qu'il existe 
une constante C^ S R>o telle que pour tout a S Op, tout n S Z>o et tout i & Y D I<j\f on 
ait : 



<C^q^'-. 



(4.2) I / (^)V(^] 

Alors fi se prolonge de maniere unique en une distribution teniperee d'ordre r sur Op. 
Preuve. (i) Solent a € Op, n € Z>o et i G y'. Notons fa,i,n la fonction definie par : 

f ■ (z) ^ , .t^-a^' 



\ W p 

C'est un element de I'espace Fn{Op, S). Rappelons que Tn{Op, S) est un £'-espace de Banach, 
la norme || • ||j^„ etant definie par la formule (|3.ip ( ^3.ip . On verifie facilement que ||/a,i,n||j"„ = 
1. En utilisant la Proposition 13.21 on obtient : 

\fJ'{fa,i,n)\ < ||/^||x),.,J',{d<^)„||/a,i,7i||c'- 

^ II II T71 1 1 J? II 

^ \\l^\\Vr,J',{d^)a1 \\Ja,i,n\\j^n 

= \\fJ'\\Vr,J',{d„)^Q''"' 

d'oii le resultat une fois que Ton a pose C^ = ||/u||x)^,j',(d„)^g™- 

(ii) L'unicite d'une telle extension decoule du Corollaire l3.16l : I'espace T^ {Op, J, {da)aes\j) 
est dense dans C''"{Op, J' , {da)cres\J')- Montrons I'existence. Si a £ Aet i^ /<[^] nl" posons : 
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Comme par hypothese il existe une constante C^ £ M>o telle que pour tout a G Op, tout 
n G Z>o et tout i€zYn I<n on a : 



A^l la+ro^OFl^J 



z — a\i 



VJ', 



<C.q" 



on deduit \ba^i\ < C^q pour tout a G ^ et tout i G /<[r] n y. Par la Proposition 13.151 il existe 
un unique element /i de C(Oi?, J', (do-)<jeS\J')^ ^el que Ton a p-{ea,i,r) = ^a,j pour tout a G A 
et tout i G I<[r] n F. Notons : 

Montrons que A est identiquement nulle sur T^{OF,J,{dcr)aeS\j)- Remarquons qu'elle est 
identiquement nulle sur J^^'^'{Of, J, {da)aGS\j) P^-^ construction. De plus, le point (i) implique 



que fJ'\j^N/(r,pjf^\^ ) satisfait (j4.2p . Cela implique que A satisfait aussi (j4.2p . Soit a G Op, 
i G y n /tv et m G Z>o. On pent reecrire la fonction la+u^'^Opi^)^' sous la forme : 

Or, si |s| < [r] on a : 

Supposons done |s| > [r]. Comme A satisfait (|4.2p deduit : 



d'ou 



A la^ 



zu'-J.Of 



.{Z}Z^ 



<Cq 



(n+m)(r-([r]+l)) 



On voit facilement que cette quantite tend vers quand m tend vers +00, et cela implique 

X[la+vu^OFiz)z-j = 0. 
On en deduit I'egalite /i|j:-JV(0^ j(rf^)^ ^ ) = /i, ce qui permet de conclure. D 

Par ce qui precede on pent munir I'espace C^{Of, J', (do-)(TeS\J')^ d'une norme equivalente 
a la norme || • \\vr,J',(d^)a^ mais plus commode. 

Corollaire 4.3. (i) Si Von definit \\n\\r,Y, pour jjl G C'^{Of, J' , ida)a£S\J')'^ P^''' ^'^ formule 

■ z — a\i 



\IJ,\\r,Y = sup sup 

aeOF,neZ>oi&Y 



a+vj^Op ^ '^F 



>(z) 



alors II • ||r,y est une norme sur C^{Of-,J' ■:{dcr)aeS\J'Y equivalente d \\ ■ \\vr,J'Xd-<T)cT- 

(a) Si N > [r] et si Von definit ||/i||r y, pour /i G C(Oj7, J', {da-)a<^s\J'Y P^'^ ^^ formule 



\lJ'\\r,N = sup sup 

aeOF ,n6Z>o ieyni'<jv 



a+vj'kOF ^ '^F 



z — a\i 



Xz) 



alors 



.^N est une norme sur C'^'{Of, J' ■, ida)cTeS\J'Y equivalente a \\ ■ \\vr,J',{d„)a 
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Preuve. Les preuves de (i) et (ii) etant similaires, on se contentera de prouver la premiere 
assertion. Par le Theorenie [421 on deduit facilement que || • ||r-,y est une norme sur I'espace 
C^{Of, J' , ida)a£S\J')'^ ■ De plus, I'application identite : 

id: {C [Of, J' , {da)aes\J')'^ A\ ' \\vr,J',{da)a) ~^ (C"'(C'f, -/', (f^a)<jeS'\J')^) II ' llr.y) 

est continue par I'inegalite de la preuve de (i) du Theoreme l4.2[ Et done, d'apres le theoreme 
de rimage ouverte ( \16\ Proposition 8.6]), c'est un isomorphisme de E'-espaces de Banacli ce 
qui implique que la norme || • \\vr,J',{da)a ^^t equivalente a la norme || • \\r,Y- 

D 

5. Une autre notion de fonction de classe C sur Of 

Soit r G M>o. Conservons les notations des sections ^ 12.11 ^4.1l et H'd.l\ et notons d = [F : Qp]. 
En utilisant le fait que Of est un Zp-module libre de rang d on est amene a considerer une 
autre notion, tout a fait naturelle, de fonction de classe C^ sur Of- Le but de cette section 
est de montrer que cette nouvelle notion n'est pas equivalente a celle donnee au ^2.1l des que 
r > 0. 

Fixons un d-uplet f = (rj)i<j<rf de nombres reels positifs ou nuls tels que ^r^ = r et une 
base {ei)i<i<d de Of sur Zp. Notons 9 I'isomorpliisme de Zp-modules defini par : 



Of, [ai,. .. ,ad) ^ ^ajCj 



yd 

1=1 



Si z € (2)i=i C^'^i'^p,^), on definit ||2;|| comme I'infimum des sup^gj Hi'jillci ■ • • • • H^jfjUc'd 
pour toutes les ecritures possibles de z sous la forme XliGJ^ii (^ ••• t?) fj^. Ceci munit 

^i=iC^'-{'^p,E) d'une semi-norme et on note (S)j=iC"''(Zp,£') le separe complete de I'es- 
pace (S)i=i C''''-{'Lp,E) pour cette semi-norme. 
Posons : 

C^{Of,E) = {f:OF^E, fo9e ^ti^^'i^P^E)}, 

d 

et munissons C'^{Of,E) de la topologie deduite de celle definie sur ^i^iC^'-i'^p, E). Notons 
C'^{Of,EY le dual continu de I'espace de Banach C'^{Of,E) muni de la topologie forte. 

Remarque 5.1. L'application de <S)'i=i C^i'^p^E) dans C°(Zp,E') definie par : 

^1 (g) . . . (g) Vd I — > [{zi,...,Zd) ^^i{zi) • ... -i^dizd)] 
s'etende en un isomorphisme de £'-espaces de Banach : 

(5.1) '^'^^C\Zp,E)^C\Z%E) 

(voir [m §17]). Or, comme C^{ljp, E) est isomorphe topologiquement a C^{Of, E), on deduit 
de (15. ip que C^{Of,E) est isomorphe topologiquement a C^{Of,E). 

Supposons r > 0. Posons : 

poI{Of,e)= r'{OF,s) 
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OU 



Vn G Z>o, J^{Of, S)= Y. T{Of, 0, K).e5), 

dG/<„ 

et notons que 6 induit un isomorphisine de -E-espaces vectoriels 



(5.2) 



PoI{Of,E) ^ ^ti'Pol{Zp,E), 



OU Pol(Zp, E) designe le -B-espace vectoriel des fonction / : I^p —^ E localement polynomiales. 

Posons Bo = {0}. Choisissons pour tout h G Z>o un systeme de representants Bh C Z^ 

des classes de 'Lp/p^'L^ de sorte que B^ D B^ 



h-l- 



Proposition 5.2. Les espaces de Banach C^{Of,E)'^ et C'^{Of, EY ne sont pas isomorphes. 



Preuve. Soit // S Y'o\{Of-,EY . D'apres le Theoreme 14.21 on salt que ^ s'etende a C'^{Of-,E) 
si et seulement s'il existe une constante C^ € M>o telle que pour tout a G Of, tout n S Z>o 

' z — a \ i^ 



et tout i G Z^n on a : 



/^ la+ro"C»F(^) 



"07 7 



<C7.g^ 



OU, de maniere equivalente en utilisant I'isomorpliisme (I5.2p . si et seulement s'il existe une 
constante C^ G M>o telle que pour tout (aj)j € Z^, tout n G Z>o et tout (jj)j G Z^q on a : 



(5.3) 






Zi — a,' \ 3i 



< C^q'''', 



OU e designe I'indice de ramification de F. 

D'autre part, une application immediate du critere d'Amice-Velu et Vishik ([1], [20]) 
montre que la distribution fi s'etende a C^{Of,E) si et seulement s'il existe une constante 
Cfj_ G M>o telle que pour tout (aj)j G Z^, tout (nj)j G Z>q et tout (jj)j G Z>q on a : 



(5.4) 



^(^n,(a,+p"'Zd)(2)n 



j=l 



•2'?, CLi \ -^ 



f)"'i 



< a 0^» '="»'•* 



Nous construisons maintenant une distribution // G Pol(0_F,i?)^ qui verifie (15. 3p mais qui 
ne verifie pas (|5.4p . Rappelons qu'un element de Po^Oi;', £^)^ est equivalent a la donnee des 
valeurs : 

d 



/^( la+p"Zjj(^) 11 ■ 



j=l 



pour a G Z^, (jj)j G Z>q et n G Z>o avec les relations de compatibilite evidentes : 



(5.5) 



fcG/<p_i 



i=l 



i=l 



Par hypothese il existe k, 1 < k < d tel que V]. < r. Pour n G Z>o notons X„ = ]^^ Xj^„ 
I'ouvert de Zp defini par : 

Zp si j = k 
p'^Zp si j ^ k. 



X 



J,n 
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Fixons a G B\\X\. Pour tout (jj)j G Z"^ posons : 

d 



i=\ 



et definissons [x sur les ouverts de la forme h + p^THi pour n > 1 et 6 € -Bn par recurrence 
a partir de la connaissance de [i sur les ouverts de la forme c + p"'~^Zp pour c G Bn-i- On 
distingue deux cas. 

• Si ^(l,+p„-i2d(z) nti zf ) / on pose pour beBn,b£c + p'^-^Z^ : 



f^(h+p"Zd,iz)Yl4') = < 



4 = 1 



^_nr+nj:j, si 6 = C; 

/^(lc+p"-iZ5;(^) nti 40 - p-"^+"^^'» Si 6 = c + a^-^ 
sinon. 



Si ^(l,+p„-i2;d(z) nil 40 = oi^ pose pour 6 G 5„, 6 G c + p"-i^'^ • 



p ■ 



fJ'[h+p"Z'i{z)'[l4j =0- 



i=l 



Par construction la distribution /x verifie les conditions de compatibilite ()5.5p et la condition 
(j5.3p . De plus on a : 



k(lx„(z))| = \n{lpnzdiz))\ 



enr ^enri^ en YliJik ^i 



ce qui implique que la condition ()5.4p n'est pas satisfaite car q^"-^k tend vers +oo quand h 
tend vers +oo, d'oii le resultat. D 

Corollaire 5.3. Les espaces de Banach C^{Of,E) et C'^{Of,E) ne sont pas isomorphes. 

Preuve. C'est une consequence immediate de la Proposition 15.21 D 

Annexe A. 

Conservons les notations du ^2.11 et designons par e^ le vecteur de Z>q ayant toutes ses 
composantes nulles sauf celle d'indice a qui est egal a 1. Pour A^ G Z>o notons 0^{Of,S) 
la E'-algebre des fonctions P: Op — > E definies par : 

P{z)= Y, <^rnZ^- 

Nous allons donner une estimation sur les \am\ pour m G I=n- Definissons pour r G 5 et 
h G Z>o I'operateur Ar,h- 0^{Of,S) -^ O^idp^S) par : 

Ar,hP{z)= 5] a„ n a{zr-T{z + w^pr^ -P{z). 

tn&I<N 0-G5— {r} 

Les proprietes suivantes sont immediates. 

• /^^^h{K,hP) = K,h{^a,hP) pour tout cr,T G S" tout h G Z>o et tout P G 0^{Of,S). 

• A^^h{XP + nQ) = XA^^hP + fj.A^^hQ pour tout a,T £ S, tout P,Q G 0^{0f, S) et tout 
A,/i G -E. 
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Choisissons une numerotation o"i, . . . ,o"|5| des plongements de F dans E et definissons pour 
i G /<^ et /i G Z>o I'operateur \_y. 0^{0f, S) -^ 0^{0f, S) par : 

Ai hP = ^'"\ o . . . o A^^^\P. 
Par la premiere propriete I'operateur Ai^h ne depend pas de la numerotation choisie. 

Proposition A.l. Soit N € Z>o et P un element de O^ {Op, S) qui s'ecrit sous la forme 



piz) = E 



di-T- 



Alors pour tout m G I=n, tout h € Z>o et tout z G Op on a : 

am = '^F~ ^m,hP{z)- 

Preuve. II suffit d'etudier Paction de I'operateur Am^h sur les fonctions de la forme 



pour i G I<N- Soit r G S". On a pour tout z G Op '■ 

^e.,h{*^){z) = n cj{zy^r{z + w^pr-\{a{z) 
aeS-{T} (res 

= E(n)^(^Fr n ^izy^r{zy^~' 

n=l creS-{r} 

En iterant la formule ci-dessus et en utilisant (ii) on deduit 

V!r(zi7^)^-n^e5 0-(z)^- si 



m^ 



Vz G Op, Am^e^^h{*-){z) = < -+r 

I si TO-T- > 1-J-- 



i!(ti7^)- si m = i 



Cela implique 

Mz G Op, AmA*^){z) -- _ 

1^ U SI m > z. 

Par ce qui precede on a pour tout z G Op : 



Am,hPiz) = V -^AmM*^iz) = -^Am,h{*-)iz) 
— ^_^ V. ~ ml — 

t&I<N 



= -^m\{wp)-. 
m l 

Cela permet de conclure. D 

Lemme A.2. Soit Ni,N2 G Z>o avec N2 < Ni et P e O'^^iOp, S) defini par : 

p{z)= E «in^(^)"- 

Alors il existe C G M>o tel que pour tout h G Z>o on a : 

sup \P{z)\ > Cq~^^^ sup \P{z)\. 



30 M. DE lESO 

Preuve. Notons Pk pour A'^2 < A; < A'^i le terme de P defini par : 

de sorte que 

Piz) = ^ Pk{z). 

k=N2 

Le cas N2 = Ni est facile et est laisse au lecteur. Supposons done Ni > N2 et Pn^ ^ 0. II 
est clair qu'il suffit de verifier le lemme a partir d'un entier positif /iq sufiisamnient grand. 
Rappelons que e designe I'indice de ramification de F et qu'il existe u G Op tel que uzup = p. 
Pour tout h G Z>o il existe un Oh € Z>o et < fS^ < e — 1 tels que h = ahC + j3h. Posons : 

Ml = inf sup \Pn2{z)\-, 

M2 = sup sup sup |Pfc(z)|. 

l<Ke-l N2+l<k<Ni zezu'pOp 



vj'IOf = wT^w^p^Of = u^'^w^'^^w^J^Of 



D'apres les egalites : 

~Jp\^F = T^F ^T^F ^P ~ " '"'^F '^F 
et comme pour tout o" S S* on a a{uwp) = uzUp, on deduit la minor ation suivante : 

sup y^ Pk{z) < sup sup \Pk{z)\ 



zezu>^OF ' k=N2+l N2+l<k<Ni z£m%OF 

< sup \{uw'p)''>^''\ sup \Pk{z)\ 

4'Of 



N2+l<k<N, z&Ji^O, 



< sup g-^"'>'=M2 

N2+l<k<Ni 



Un calcul analogue montre que : 



sup \Pn2{z)\ > Miq-''''^^\ 

z&vu%Of 

Par ce qui precede on deduit qu'il existe un /iq G Z>o tel que pour tout /i > /iq on a : 
(A.l) sup \Pn2{z)\ > sup ^ PNkiz) 

z&uj'^Of z&uj'^Of k=N2+l 



Pour tout h G Z>o il existe < 7/1 < e — 1 tel que h + j^ est multiple de e. Alors en utilisant 
u^^Wp ""^j = u~~^Wp ""^ pour tout (T G S et I'inegalite (|A.ip . on a pour 
tout h > Hq : 

sup |-P(2)| > sup \P{z)\ = sup \Pj\f2{z)\ 

z&Of 

>Cq-^^^ sup \P{z)\. 
zGOf 
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ou 1 on a pose 



sup^eo^ \Piz)\ 



Cela permet de conclure. 



D 



Proposition A. 3. Conservons les notations de la Proposition \A.1[ II existe une constante 
C € M>i et un uq G Z>o tels que pour tout h > uq et tout m € 7=^ on a : 



-hN 



<C sup \Piz)\. 



Preuve. Notons A'^2 I'entier positif tel que P s'ecrit sous la forme : 



Piz) 



E 

iG/>JV2 



Montrons qu'il existe un ng € Z>o et une constante C G M>o tels que pour tout /i > ng et 
tout T E 5 on a : 



(A.2) 



sup |Ae,,;,P(z)[ <C sup \P{Z) 



Rappelons que Ag^^/i-P est definie pour tout h G Z>o et tout z G Op par : 



A,^,,P(z) = J] ^ n <^rr{z + w^pr-P{z) 



i&I<N ~ o-G5-{t} 



E Y.itH-^^rr{zr-' n -(-)" 

ieI<N k=l - o-G5-{r} 



On voit facilenient qu'il existe n' G Z>o tel que pour tout i G /<Ar et tout 1 < A; < i,- on a : 



(A.3) 



sup 

z&Of i.' 



'^riwrf'Tizy--" n ^(^ 



(tG5-{t} 



< sup \P{z) 
zeOp 



De plus, d'apres le Lemme IA.2I on salt qu'il existe une constante Ci G M>o telle que pour 
tout h G Z>o on a : 



(A.4) 



sup \P{z)\ > Ciq-^^^ sup \P{z) 
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Notons n" le plus petit entier positif tel que |tJ7^ | < Ci. On a pour tout h G Z>o et tout 
l<k<ir : 



ZdljJ 



sup 

h + n' + n'Vl ^' 

Up 






z! 



rltUi? 



Ah+n' +n")k / \ir -k 



T{Z)' 



n 



cr U 



CTe5-{T} 



r(zn^)('^+"'+"")VftZ7l-'+'^'+"")''^"' 



sup 

ZdVJp' 



Of 



^i^/„ \n'k^ 
— T[Wf) T 



l\ 



z 



n 

(JeS-{r} 
ir — k 



h+n'+n" 



W 



o\ VJ 



n 



(/i+n'+n") 



k(^F) 



-n'fcl 



cr 






iixa 



< cCig-^^('^+"'+"") sup |P(z) 



< c 



sup \P{A\ 

ou Ton a pose C = supi<^<„^ — (n'\n")k ■ ^n en deduit ()A.2p pour tout h > uq, ou uq 
n' + n" . Done, quitte a changer ng et C, on a pour tout h > uq : 



def 



(A.5) 



sup |Am^/jP(z)[ < C sup \P{z) 

zevj^pOp zg-oj'^Of 



Or, d'apres la Proposition I A. H on a pour tout h > uq : 

et, par I'inegalite (|A.5p on obtient : 

|a„| g-'^l^l < C sup |P(z)|, 

d'oii le resultat. 



D 
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